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Abstraksi

Misalkan X;; dan Yi;, j = 1,2, ..., menyatakan waktu bekerja dan waktu perbaikan dari kompo-
nen ke-i, i = 1,2,...,n suatu sistem. Diasumsikan bahwa barisan (X;;) dan (Y;;) saling independen.
Misalkan U (t) menyatakan total waktu bekerja sistem pada interval [0,t]. Untuk n =1, X1; dan Yi; ke-
duanya berdistribusi eksponensial, maka dapat diperoleh rumus eksplisit untuk nilai harapan dan variansi
dari U (t). Untuk n > 2, X;; dan'Y;; semuanya berdistribusi eksponensial, dapat diperoleh rumus eksplisit
untuk nilai harapan dan variansi dari U (t) dengan kondisi distribusi awal distribusi stasioner.

Kata kunci : rantai Markov waktu kontinu, total waktu bekerja sistem, availabilitas sistem.

1 PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Bidang statistika berhubungan dengan cara-cara pengumpulan data, pengolahan, penyajian, dan anali-
sisnya serta penarikan kesimpulan berdasarkan data dan analisis yang telah dilakukan. Kesimpulan yang
dihasilkan diharapkan merupakan gambaran tentang populasi dan sifat-sifatnya. Salah satu cara pengumpu-
lan data yaitu dengan melakukan percobaan. Dari percobaan yang dilakukan akan diperoleh hasil yang
berkemungkinan, yang memiliki nilai probabilitas. Seluruh hasil yang mungkin dari suatu percobaan dina-
makan ruang sampel (sample space). Hasil-hasil yang diperoleh dari percobaan tersebut dapat dimodelkan
dalam suatu persamaan matematika.

Tujuan dalam pengembangan model matematika adalah untuk menggambarkan probabilitas kejadian
yang akan terjadi. Model matematika dapat didefinisikan sebagai suatu variabel acak yang merupakan
suatu fungsi yang menghubungkan setiap unsur dalam ruang sampel dengan bilangan real.

Misalkan dengan memodelkan suatu sistem yang tidak selamanya beroperasi, ada kalanya sistem terse-
but mengalami kerusakan sehingga memerlukan waktu untuk direparasi. Sebagai ilustrasi adalah sebuah
mesin produksi pada suatu perusahaan. Mesin ini tidak terus-menerus beroperasi, ada kalanya rusak, se-
hingga memerlukan waktu untuk direparasi.

Keefektifan suatu sistem sangat mempengaruhi performance sistem itu sendiri dan dapat mengopti-
malkan produksi. Ada beberapa ukuran keefektifan dari suatu sistem, diantaranya adalah total waktu be-
kerja, total waktu perbaikan, availabilitas (availability), dan sebagainya.
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Total waktu bekerja menyatakan total waktu sistem beroperasi dalam suatu interval waktu tertentu.
Apabila proporsi total waktu bekerja dalam suatu interval waktu adalah besar maka sistem dikatakan efektif
atau baik. Total waktu bekerja memiliki sifat acak.

Total waktu perbaikan menyatakan total waktu sistem direparasi atau berhenti bekerja dalam suatu
interval waktu tertentu. Apabila proporsi total waktu perbaikan dalam suatu interval waktu adalah kecil
maka sistem dikatakan efektif atau baik. Total waktu perbaikan juga memiliki sifat acak.

Auvailabilitas adalah probabilitas sistem bekerja pada suatu waktu tertentu. Semakin besar availabilitas
suatu sistem maka sistem tersebut semakin baik.

Sebuah ekspresi tentang total waktu bekerja suatu sistem yang dapat direparasi, telah diturunkan oleh
beberapa penulis dengan metode yang berbeda di bawah asumsi waktu bekerja dan waktu perbaikan meru-
pakan variabel acak yang saling independen. Sebuah metode (yaitu dengan menggunakan proses stokastik)
digunakan untuk menentukan distribusi probabilitas total waktu bekerja suatu sistem.

Dalam karya ilmiah ini, topik yang dibahas merupakan pemodelan suatu sistem yang berguna untuk
menggambarkan dan mengevaluasi total waktu bekerja sistem itu sendiri pada interval waktu [0, ¢].

1.2 Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan karya ilmiah ini adalah untuk menentukan distribusi probabilitas total waktu bekerja
suatu sistem.

2 LANDASAN TEORI
2.1 Probabiitas dan Variabel Acak

Definisi 2.1. Ruang sampel ) adalah himpunan dari semua kemungkinan hasil dari suatu percobaan acak.
Kejadian adalah himpunan bagian dari ruang sampel §2.

Untuk mengukur ketidakpastian suatu kejadian digunakan ukuran probabilitas yang merupakan fungsi
himpunan dengan sifst-sifat tertentu.

Definisi 2.2. Ukuran probabilitas P pada (F,) merupakan fungsi P : F — [0,1], dimana F adalah
sekumpulan himpunan bagian dari ), yang memenuhi

1. P(®)=0,P(Q) =1

2. P bersifat aditif tak hingga (aditif lengkap), yaitu jika Ay, As, ... € F dengan A; N A, =0, j #k
,maka P ({J;2, A;) = > 5oy P (A;). Pasangan (Q, F, P) disebut suatu ruang probabilitas.

Dua kejadian A dan B disebut saling bebas (independen) jika P (AN B) = P(A) P (B). Secara
umum, himpunan kejadian A;, i € I, dengan [ adalah suatu himpunan indeks, disebut independen jika

P N A; | = ] P(A;), untuk semua himpunan bagian berhingga J C I.
iCJ i=J
Ada kalanya peluang terjadinya suatu kejadian dipengaruhi oleh kejadian lain (conditional probability).

Definisi 2.3. Peluang terjadinya kejadian B dengan syarat kejadian A terjadi, dinotasikan dengan P (B|A),
didefinisikan sebagai berikut:
P(ANB)

P(BIA) = =5

ey
asalkan P (A) > 0.

Selain konsep probabilitas, untuk memodelkan fenomena-fenomena yang mengandung ketidakpastian
diperlukan konsep variabel acak.



Definisi 2.4. Variabel acak X adalah suatu fungsi yang mengaitkan setiap elemen dalam ruang sampel S
dengan suatu bilangan real, yakni X (c) = x, dimana ¢ € S dan x adalah suatu bilangan real.

Variabel acak X1, X3, ..., X, dikatakan independen jika untuk setiap a; < b;, ¢ = 1, 2, ..., n berlaku

Play < X1 < bty @n < Xn <bn) = [[Plas < Xi <)
i=1

Suatu variabel acak X dikatakan diskret jika nilainya merupakan bagian dari himpunan yang terbilang
(countable). Suatu variabel acak X dikatakan kontinu jika nilainya merupakan bagian dari himpunan yang
tak terbilang (uncountable). Fungsi distribusi kumulatif untuk variabel acak X kontinu dapat dinyatakan
sebagai:

Fx(l‘)Z/f(u)dU;weR,

untuk suatu fungsi f : R — [0, 00) yang dapat diintegralkan.
Fungsi distribusi kumulatif untuk variabel acak X diskret dapat dinyatakan sebagai:

Fx (z)=> f(u).

Selanjutnya fungsi f disebut fungsi kepadatan peluang (probability density function) dari X .
Misalkan X dan Y adalah variabel acak yang didefinisikan pada ruang sampel yang sama. Fungsi
distribusi bersama F'y y dari X dan Y didefinisikan sebagai

Fxy (z,y) = P(X <z,Y <y).
Dari fungsi distribusi bersama Iy y dapat diperoleh fungsi marjinal F'x dan Fy melalui hubungan:

Fx (z) = lim Fxy (2,y) dan Fy (y) = lim Fxy (z,y).

2.2 Rantai Markov Kontinu

Misalkan X = {X (¢); t > 0} adalah suatu koleksi (himpunan) dari variabel acak dengan nilai-nilai
di suatu ruang state S yang terbilang (countable) dan t € [0,00). Selanjutnya akan diasumsikan bahwa
S C Z, dimana Z adalah himpunan bilangan bulat. Proses X disebut rantai Markov kontinu jika kondisi
berikut ini terpenuhi:

P(X (tn) = ]|X (tnfl) = in—1, 7X (tl) = Zl) = P(X (tn) = ]|X (tn*l) = ’L'nfl)

untuk semua j, i1, ...,4,—1 € S dan sebarang barisan waktu t; < to < ... < ty.

Dalam rantai Markov kontinu tidak ada matriks transisi n langkah sebagaimana pada rantai Markov
diskret karena tidak ada kepastian waktu transisi dari satu state ke state lainnya. Sebagai gantinya akan
digunakan matriks generator. Sebelum menjelaskan matriks generator akan dibahas beberapa pengertian
pendahuluan.

Definisi 2.5. Probabilitas transisi p;; (s,t) dari rantai Markov kontinu X didefinisikan sebagai
Pij (s,t) = P(X (t) = j|X (s) = 1) untuk s <t. )
Rantai Markov disebut homogen jika
Pij (s,t) =P;; (0,t — s),untuk setiap i, j, s, t, 3)

dan ditulis sebagai P;; (t — s) untuk P;; (s, t).
Untuk selanjutnya rantai Markov X dalam skripsi ini akan dianggap sebagai rantai Markov yang ho-
mogen. Matriks dengan ukuran |S| x |S| dengan elemen-elemen P;; (¢) akan dinotasikan dengan P;.



Teorema 2.1. Koleksi {P; : t > 0} merupakan semigrup stokastik, jika memenuhi sifat-sifat sebagai
berikut:

1. Po = I, matriks identitas.

2. P: adalah matriks stokastik, yakni Py mempunyai elemen-elemen yang non negatif dan jumlah
elemen-elemen pada setiap baris sama dengan 1.

3. Matriks P memenuhi persamaan Chapman-Kolmogorov, yakni Pss = Ps Py jika s,t > 0.
Untuk selanjutnya probabilitas transisi P/, ; (t) rantai Markov selalu dianggap kontinu untuk setiap ¢ dan
J.
Definisi 2.6. Semigrup {P.} dikatakan standar jika Py — Luntukt | 0, yaitup;; (t) — ldanp;; (t) — 0
untuk i # j jikat | 0.

Andaikan X (¢) = 4 adalah rantai Markov di stafe i pada waktu ¢. Berbagai hal yang dapat terjadi di
interval (¢, ¢ + h) untuk h yang kecil adalah

(a) Tidak akan terjadi transisi dengan probabilitas P;; (h)+o (h), dimana P;; (h) menyatakan probabilitas
proses berpindah dari state ¢ dan kemudian kembali lagi ke state ¢ untuk h yang kecil.

(b) Rantai dapat menuju ke state baru dengan probabilitas P;; (h) + o (h).

Diasumsikan di sini bahwa probabilitas dari dua atau lebih transisi pada interval (¢, ¢ + h) adalah o (h)
untuk 5 kecil dan akan diaproksimasi sebagai fungsi linier dari & (Grimmett dan Stirzaker, 1992). Dengan
demikian, ada {9;;; ,j € S} sedemikian hingga

pij (h) = 9;; b jika i # j, Pi; (h) =~ 1+ g, h. 4)

Jelas bahwa g;; > O untuk ¢ # j dan g;; < O untuk setiap 7. Matriks G = (9;;) disebut generator
dari rantai Markov kontinu dan mengambil alih peran dari matriks transisi P untuk rantai Markov diskret.
Dengan asumsi X (¢) = ¢, kombinasi persamaan (2.5) dengan (a) dan (b) diperoleh

1. Tidak terjadi transisi di (¢, + h) dengan probabilitas 1 + g;; h + o (h).
2. Rantai Markov berpindah ke state j (# ¢) dengan probabilitas g;; h + o (h).

Karena diharuskan 3, P;; () = 1 maka 1 =}, p;; (h) =~ 1 + h ), 9;; yang mengakibatkan
Z '9;; =0 untuk setiap ¢, atau G1' =0 5)
j

dimana 1 adalah vektor baris yang semua elemennya 1 dan O vektor baris yang semua elemennya 0.

Teorema 2.2. (Persamaan Forward-Kolmogorov)
Py (t) = kaik (t) 9rj, atau Py =P G, (6)
dimana P} adalah matriks dengan elemen-elemen pj; (t).

Dengan mengkondisikan X (¢ 4+ h) pada X (h) diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema 2.3. (Persamaan Backward-Kolmogorov)

P (t) = Zk 9ir Py (t), atau P, = GP;. (7)



Dengan menganggap Py = I. Hubungan antara G dan P adalah:
o "
=2 G ®
o n!

dan {P.} dapat ditulis sebagai
P, = ¢'C atau P, = exp {tG}

dengan G° = L.

Misalkan X adalah rantai Markov kontinu yang memiliki generator G dan X (¢) = ¢ adalah rantai
Markov di state © pada waktu ¢. Misalkan waktu sampai rantai Markov mengubah statenya (holding time)
diberikan oleh:

=inf{s >0, X (t+s) #i}.

Proposisi 2.1. Holding time T" berdistribusi eksponensial dengan parameter — §;.
Proposisi 2.2. Probabilitas rantai Markov yang masuk ke state j (# i) adalah — 9;; / 95;.

Definisi 2.7. Vektor w adalah distribusi stasioner dari suatu rantai Markov kontinu jika w; > 0, E T =
1, dan ™ =7 Py untuk setiap t > 0.

Proposisi 2.3.
7 = 7 Py untuk setiapt & 7G =0

3 PEMBAHASAN

3.1 Total waktu Bekerja Sistem yang Dipandang Sebagai Sebuah Komponen

Anggap sebuah komponen pada setiap waktu dapat dikategorikan dalam keadaan bekerja (up) atau
sedang diperbaiki (down). Anggap komponen mulai bekerja pada waktu ¢ = 0. Setelah bekerja selama
X satuan waktu, komponen tersebut gagal dan segera diperbaiki selama Y; satuan waktu sehingga kom-
ponen tersebut dapat bekerja kembali seperti komponen yang baru. Setelah bekerja lagi selama waktu Xo
komponen gagal lagi dan diperbaiki kembali selama waktu Y5. Proses ini berlangsung terus menerus dan
setiap kali selesai dilakukan perbaikan komponen dianggap seperti baru lagi. Barisan (X;,Y;, ¢ > 1) akan
dianggap sebagai barisan vektor acak positif dan berdistribusi independen dan identik.

Untuk menunjukkan apakah komponen bekerja atau tidak, didefinisikan variabel indikator 7, sebagai

berikut
Z(s) = { 1, jika pada waktu s komponen bekerja

0, jika pada waktu s komponen diperbaiki.

Jika Z (t) menyatakan komponen bekerja atau gagal pada waktu ¢, maka total waktu bekerja sistem pada

interval waktu [0, ¢] diberikan
¢

U(t) = / 7 (s) ds. ©)
0
Total waktu perbaikan D (¢) didefinisikan sebagai berikut:

U)=t—D(t). (10)
Dalam skripsi ini akan digunakan notasi untuk fungsi-fungsi distribusi kumulatif sebagai berikut:

E x) = P(X; <),

G(y) = (Y1 <),
H(z,y) = P(X; <z,Y1 <y),
Kw)=P(X1+Y: <w).



Fungsi distribusi kumulatif dari > ; X; dan >_" , Y; dinotasikan dengan F), dan G,,. Transformasi
Laplace-Stieltjes dari fungsi distribusi kumulatif F' dan fungsi distribusi bersama H dinotasikan dengan ™
dan H* yaitu

o0

F*(pB) = /e*ﬁ"”dF (x)

0

//e (@ +BY) dH (2,y).
00

Transformasi Laplace dari suatu distribusi kumulatif F' dinotasikan F, yaitu

dan

oo

Ig(ﬁ) = /e_BwF (x)dx.

0

A
Jika transformasi Laplace F () dari suatu fungsi F' (x) diketahui, maka F (x) dapat diperoleh kembali

A
dengan menginversi transformasi Laplace F' () sebagai berikut:

a—+1i00

Fm::%;/ﬁ%mw

a—100

QT A
= 5 /e”““F(a—i—iu) du.

— 00

Misalkan f (z,y) adalah fungsi bernilai real non-negatif dari « dan y. Transformasi Laplace ganda dari

f (x,y) adalah
://f (‘“‘*‘ﬁy)dxdy
0 0

dengan « dan (3 adalah bilangan real atau komplek, dimana fungsi tersebut dapat diintegralkan.
Distribusi dari total waktu perbaikan sistem diformulasikan melalui transformasi Laplace ganda menu-
rut teorema berikut (Suyono, 2002)

Teorema 3.1. Untuk 3 > 0

[l ap®] gy, _ all=F*(B)] + A1 = H* (3,0 + )
[l S S e "
Sebagai akibat dari teorema ini diperoleh:
Proposisi 3.1. Untuk 3 > 0
i orgy_ F(B8) = H(5,5)
/EuNme = ) (12



(B0 0 ertgr — 2 [F(O)=H (8.5)
0/ B[] et = 5|52
11— F* (8)] 7° 7° ye B0 dH (z, )

- -t (5.5) | 4

3.1.1 Waktu Bekerja dan Waktu Perbaikan Sistem Berdistribusi Eksponensial

Misalkan X; dan Y}, j = 1,2, ..., menyatakan urutan waktu dari waktu bekerja dan waktu perbaikan
dari sebuah komponen. Diasumsikan bahwa barisan (X;) dan (Y;) saling independen. Diasumsikan juga
variabel acak X;, j = 1,2, ..., berdistribusi eksponensial dengan parameter )\, dan variabel acak Yj, j =
1,2, ..., berdistribusi eksponensial dengan parameter . Fungsi kepadatan peluang dari X; dan Y} adalah

fx () =Xe ™%, >0

dan
fY (y) = ,U/e_#ya y > 0.

Karena lama komponen di state 0 dan 1 berdistribusi eksponensial maka proses (Z (t) ,¢ > 0) menyatakan
rantai Markov kontinu dengan state 0 dan 1. Generator dari rantai Markov ini adalah (Grimmett dan Stirza-
ker, 1992)

_ —H
G-( A\ _)\>, A, >0, dan X\ £ p.

Jika 7w = (mo, 71) adalah distribusi stasioner dari rantai Markov, maka berdasarkan Proposisi 2.3 berlaku

TG =0
dan berdasarkan Definisi 2.7 berlaku
Z?TjZWO—F?Tl:l. (14)
J
Oleh karena itu
0= (my ) ( ;\” _“/\ )atau{ 75:(?j>>\\;11:8 (15)

Jadi distribusi stasioner 7 dari rantai Markov ini adalah

ﬂz((u:\r/\)’(ui/\)) (10

Berdasarkan persamaan (8), matriks transisi P (¢) untuk rantai Markov ini adalah

P(t)= Y 5G"

0
1o 1 — (At K
0 1)+<A+H>(1_e S I

At peOdmt (1 — o=t
1
[CSTDI Y (1 _ ef(/\+;t)t) [ Ne— Ot

I
N

3.1.2  AwailabilitasSistem

Misalkan X; dan Y}, j = 1,2, ..., menyatakan urutan waktu dari waktu bekerja dan waktu perbaikan dari
suatu komponen. Diasumsikan bahwa barisan (X;) dan (Y;) saling independen. Diasumsikan juga untuk



setiap j, variabel acak X ; berdistribusi eksponensial dengan parameter A, dan variabel acak Y} berdistribusi
eksponensial dengan parameter p. Availabilitas sistem A1 (¢) pada waktu ¢ didefinisikan sebagai

An () =P(Z(t) =1).

Hubungan antara availabilitas sistem A;; (¢) dan total waktu perbaikan diberikan menurut persamaan:

t

E[D(t)]=t— /An (s) ds. 17)

0

Teorema 3.2. Jika suatu sistem memiliki waktu bekerja berdistribusi eksponensial dengan parameter \
dan waktu perbaikan berdistribusi eksponensial dengan parameter u, maka availabilitas sistem untuk suatu
komponen Ax1 (t) diberikan sebagai berikut

I A

£ = —(p+N)t 18

3.1.3 Distribusi Probabilitas Total Waktu Bekerja Sistem Sebuah Komponen

Misalkan X; dan Y}, j = 1,2, ..., menyatakan urutan waktu dari waktu bekerja dan waktu perbaikan suatu
sistem. Diasumsikan bahwa barisan (X;) dan (Y;) saling independen. Diasumsikan juga variabel acak X,
j = 1,2, ..., berdistribusi eksponensial dengan parameter A, dan variabel acak Yj, j = 1, 2, ..., berdistribusi
eksponensial dengan parameter y. Dengan menggunakan persamaan (12), persamaan (13), dan persamaan
(11) diperoleh proposisi sebagai berikut:

Proposisi 3.2.
A
ED@t)e Mdt = ——"—— 19
[ED O = )
0
dan -
' 2 A(A
/ E [D? (1)) e Pdt = 2 | 2AEH) (20)
) B2 (B+A+p)
Invers transformasi Laplace dari persamaan (19) dan persamaan (20), yaitu
At A
E([D (1) = o — 5 (1= e Or) 1)
At (Ap)
dan 2. N AO—20)+2A 20— A O ) e O )
2 2% 2A(u=Nt | 2AA=2p)+2A\[2u—A+p(A+p)t]le” ATt
E [D (t)] T D)’ + O n)? + ) . (22)

Dengan menggunakan persamaan (21) dan persamaan (22) diperoleh variansi dari total waktu perbaikan
sistem Var [D (t)], yaitu

2
Var[D ()] = E [D? (t)] — {E[D (1)]}
_ 2t AQCA)F2A 2t (e A) (A te T Mt Ao 200 (23)
T OFw? O+ :

Karena U (t) =t — D (t), maka

FlUolZ ZEJF[@ (1 — e~ Oty @9



dan
E[U?(t)] =t*—2tE[D(t) + E [D?(t)]
o pl? + 4 ut + 2A(A—2)+2A[2u— A= A(A+p)t]e” ATt (25)
T+ T Ow)? A+w)? :

Berdasarkan persamaan (24) dan persamaan (25) variansi dari total waktu bekerja sistem Var [U (t)] adalah

Var [U (t)] = E [U? ()] - {E[U (1)]}?
_ 2t AQCA)F2A 2k () (A te T MY aZem 200k (26)
T +p)? A+p)? ’

3.2 DISTRIBUSI PROBABILITAS TOTAL WAKTU BEKERJA SISTEM YANG
TERDIRI DARI » > 2 KOMPONEN YANG INDEPENDEN

Di dalam bab ini akan dibahas distribusi probabilitas total waktu bekerja sistem yang terdiri dari n > 2
komponen yang saling independen secara stokastik. Pertama akan dibahas kasus dimana waktu-waktu be-
kerja dan waktu-waktu perbaikan dari komponen-komponen berdistribusi eksponensial. Selanjutnya akan
dibahas kasus dimana waktu-waktu bekerja dan waktu-waktu perbaikan dari komponen-komponen berdis-
tribusi sebarang.

Anggap suatu sistem terdiri dari n > 2 komponen yang saling independen, dimana komponen-komponen-
nya terdiri dari dua state, yaitu O (jika komponen dalam perbaikan) dan 1 (jika komponen sedang bekerja).
Anggap komponen-komponen mulai bekerja pada waktu ¢ = 0. Komponen ke-i, ¢ = 1,2, ..., n, bekerja
selama X;; satuan waktu. Apabila komponen tersebut gagal maka segera diperbaiki selama Y;; satuan
waktu. Setelah bekerja lagi selama X2 komponen gagal lagi dan diperbaiki lagi selama Y;2. Proses ini
berlangsung terus menerus dan setiap selesai dilakukan perbaikan komponen-komponen tersebut dianggap
seperti baru lagi.

Misalkan Z; (), = 1,2, ..., n, menyatakan state dari komponen ke-i. Maka total waktu bekerja sistem
pada interval waktu [0, ¢] adalah

t

U(t) = /Iln (Z1(8) ey Zn (8)) ds 27

0

dimana 1,, merupakan vektor dengan elemen semuanya satu sebanyak n dan I 4 menyatakan fungsi indika-
tor.

3.2.1 Sistem yang Terdiri dari n Komponen dengan Waktu Bekerja dan Waktu Perbaikan Berdis-
tribusi Eksponensial

Misalkan X;; dan Yj;, i = 1,2,...,n; 7 = 1,2, ..., menyatakan waktu-waktu bekerja dan waktu-waktu
perbaikan dari komponen-komponen. Diasumsikan bahwa barisan (X;;) dan (Y;;) saling independen. Di-
asumsikan juga untuk setiap ¢, variabel acak X;;, j = 1,2, ..., berdistribusi eksponensial dengan para-
meter \; dan variabel acak Y;;, j = 1,2, ..., berdistribusi eksponensial dengan parameter 1;. Maka proses
(Z; (t),t > 0),i = 1,2, ..., n, merupakan rantai Markov kontinu dengan state 0 dan 1. Generator-generator
untuk rantai Markov ini adalah

o TH M — . ,
G’L_( A'L 7)\1 )) )\17/’61207 dan)\l#ul'

Misalkan
Yo (t) = (Z1(t), Z2(1), ..., Zn (1)) .

Maka V;, (t) = (Yx (t) ,t > 0) merupakan rantai Markov dengan waktu kontinu di

I={0,1}",



yaitu himpunan dari vektor-vektor baris dengan panjang n yang mempunyai elemen-elemen O dan atau 1.
Misalkan a € I adalah state dari rantai Markov Y;,. Maka

a=(€(a),e(a),..,e,(a)),
dimana ¢; (a) € {0,1}, j = 1,2, ..., n. Generator
G = (9ab) g per
dari rantai Markov Y;, mempunyai sifat-sifat sebagai berikut. Anggap
b=(e1(b),e2(b),....en (b)).

Jika a dan b mempunyai dua atau lebih elemen yang berbeda, maka 9,, = 95, = 0. Jika a dan b hanya
memiliki satu elemen yang berbeda, maka ada indeks j sedemikian hingga

€; (a) = €; (b) untuk semua i # j

dan
& (@)=1-¢(b).
Misalkan
Vio =M\ dan v;q = H;.
Maka

Yab = Vje;0) dan Gpa = Vjc;(a) -

Lemma 3.1. Vektor m = (7). ; dengan

acl

A
Ta = V1,6 (a) V2,e5(a) +» Un,en(a
Lei(a) Y2,e2(a) ,<>£[1Ai+ui

merupakan distribusi stasioner dari rantai Markov Yr,.
Sebagai akibat dari Lemma 4.1.1 diperoleh proposisi berikut (Suyono, 2002)

Proposisi 3.3. Misalkan U (t) adalah total waktu bekerja dari suatu sistem dengan n komponen yang
independen secara stokastik. Misalkan bahwa komponen ke- i, 1 = 1,2, ...n mempunyai total waktu bekerja
dan total waktu perbaikan yang saling independen dan masing-masing berdistribusi eksponensial dengan
parameter \; dan l;. Maka

(a)

)

- Hi
E™[U 1) =] t
e i + 1y

dimana E™ menyatakan nilai harapan dengan  distribusi stasioner dari rantai Markov.
(b) Dengan probabilitas 1,

U (t . ;
L — H K untuk t — oo.
t oy Ai

3.3 Sistem dengan Dua Komponen

Misalkan X;; dan Y;;, ¢ = 1,2; j = 1,2..., menyatakan waktu-waktu bekerja dan waktu-waktu
perbaikan dari komponen-komponen. Diasumsikan bahwa barisan (X;;) dan (Y;;) saling independen. Di-
asumsikan juga variabel acak X;;, j = 1, 2..., berdistribusi eksponensial dengan parameter \;, dan variabel
acak Y;;, j = 1,2..., berdistribusi eksponensial dengan parameter 1;. Karena lama komponen-komponen
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di state 0 dan 1 berdistribusi eksponensial maka proses (Z; (t) ,¢ > 0), i = 1,2, merupakan rantai-rantai
Markov kontinu dengan ruang state I = {00, 01, 10, 11}. Generator dari rantai Markov ini adalah

— (p1 + p2) H2 M1 0
G = A2 —(p1+ A2) 0 T
A1 0 — (k2 + A1) 12
0 A1 Ao — (A1 + A2)
3.3.1 Probabilitas Transisi
Misalkan # = (mgop, 701, 10, 711) adalah distribusi stasioner dari rantai Markov. Maka menurut
Proposisi 2.3 berlaku
G =0 (28)
dan menurut Definisi 2.7 berlaku
D Ta =Moo+ To1 +T10+ 11 = 1. (29)
acl
Jadi distribusi stasioner 7r dari rantai Markov ini adalah
1
T = A1, UoA1, A2, . 30
(M1+>\1)(M2+/\2)( 122, 21, 12, H1pt2) (30)

Menurut persamaan (8), matriks transisi P (¢) untuk rantai Markov ini adalah

P, + Py e—(A1tpu1)t +P; e—(Aatpu2)t +P, e~ (A1tp1+Aa+p2)t

P (¢ (31
() (A1 + p1) (A2 + p2)
dengan
1
1
P1 = 1 T,
1
H1A2 12 —p1de  — p1p2
P, — H1A2 ) —H1A2  — pip
—A1 A2 —)\1M2 A1 A2 )\1M2
—A1 A2 *)\1M2 A1 Ao )\1M2
MQ/\l —M2)\1 H1p2 — H1M2
P. — —A1 A2 A1 A2 _,Ul/\2 M1)\2
3 =
u2>\1 *MQ)\l M1 2 — U112
—A1 A2 AL A2 — 1 A2 H1A2
dan
12 —H1H2 —H1H2 M1 2
P, = —[1 A2 H1A2 H1A2 — p1A2
— 21 H2A1 M2t — H2A1
Ao —A1 A —A1)o A1Ag
Probabilitas transisi dari state 11 pada waktu O ke state 11 pada waktu ¢ adalah
Pt (t) = ooty [Hike + pedre” il gy dgemGetpe)t (32)

+)\1)\26*(/\1+>\2+M1+H2)t]

Perhatikan juga bahwa Pj; 11 () merupakan availabilitas suatu sistem yang terdiri dari dua komponen pada
waktu .
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3.3.2 Distribusi Probabilitas Total Waktu Bekerja Sistem dengan Dua Komponen
Di bawah distribusi stasioner menurut Proposisi 3.3 (a) berlaku

1 2 "
(A4 1) (A2 + p2)

Momen kedua dari U (t) di bawah distribusi stasioner adalah

E™ U (1)) = mut =

E™[U*(t)] = E~ /1{11}1@(3)013

S

= 2]/13 r) =11,Y (s) = 11) drds

t s
12
2 P —r) drd
(A1 + 1) (A2 + p2) // i (s — ) drds.
0

Dengan menggunakan persamaan (32) diperoleh

E™ [U? ()] = (mu1t)? + 0%t + 7 ()

dengan
2_ o 12 ALAg ALpi2 H1A2
(g 4 1) Qg+ p2))® LT+ Ao+ +p2) (A +p) (A2 + p2)
dan
A o (e~ itdetpitp)t _ q A —(AMtp)t _q o (e~ Patu2)t _ q
r(t) = 12(6 ) 1#2(6 ) H1 2(6 )

(M + X2 + 1 + pa2)? (M + m)? (A2 + p2)?

Variansi dari U (t) di bawah distribusi stasioner diperoleh
Var™ [U (t)] = ot +r(t). (33)

Dari persamaan (33) diperoleh

lim M = 2. (34)

t—oo

3.4 Sistem yang Terdiri dari n Komponen dengan Waktu Bekerja dan Waktu Per-
baikan Berdistribusi Sebarang

Secara umum sulit untuk memperoleh ekspresi yang tepat untuk distribusi total waktu bekerja sistem
yang terdiri dari n > 2 komponen dimana waktu-waktu bekerja dan waktu-waktu perbaikan dari komponen
berdistribusi sebarang. Dalam beberapa kasus mungkin untuk memperoleh ekspresi dari nilai harapan dari
total waktu bekerja suatu sistem.

Diasumsikan bahwa untuk setiap ¢, variabel acak X;;, j = 1,2, ..., mempunyai fungsi distribusi £}, dan
variabel acak Y;;, j = 1, 2, ..., mempunyai fungsi distribusi ;. Notasikan dengan F;* dan G;* transformasi

Laplace-Stieltjes dari F; dan G;. A(’) (t) adalah availabilitas sistem dari komponen ke-i pada waktu ¢. Dari
persamaan (27), nilai harapan dari total waktu bekerja sistem, E [U (¢)], adalah

t n
M:/Héﬁﬁw (35)
0 =1
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Dalam beberapa kasus didapat ekspresi analitik untuk availabilitas sistem, yang dapat diperoleh dengan
menginversikan transformasi Laplace yang diberikan oleh persamaan (17) sebagai berikut

® 0 bt g, 1—-F*(8)
O/ A O e dt = e S e (A o

Sebagai contoh ambil n = 2. Misalkan X ; berdistribusi eksponensial dengan parameter 2 dan Y7 ; berdis-
tribusi eksponensial dengan parameter 3. Misalkan juga bahwa X5, berdistribusi Gamma (2,2) yang mem-
punyai fungsi kepadatan peluang

f(z)=4ze ™, >0

dan Y>; berdistribusi Gamma (3,2). Dengan menggunakan persamaan (36), diperoleh

(1) 3.2 5
=242
Ajy (1) 5 + 5 e
dan . . . X :
A§21) (t) = 5 + T56_5t + @6_%t {23 cos (2\/23 t) + 7v/23 sin (2\/23 t)] .

Dengan menggunakan persamaan (35) diperoleh

E[U (1) =0 + o5t —qag ¢ > —gm e

— e ¥+ %e*%t} cos (5v231)
~ [0 ¥+ e #] V3B sin (3v231).

4 PENUTUP

4.1 Kkesimpulan

Setelah mengetahui distribusi probabilitas dari total waktu bekerja suatu sistem yang telah dibahas
pada bab sebelumnya, maka dapat disimpulkan bahwa:

1. Misalkan X; dan Y}, j = 1,2, ..., menyatakan waktu-waktu bekerja dan waktu-waktu perbaikan dari
sebuah komponen. Diasumsikan bahwa barisan (X;) dan (Y;) saling independen. Diasumsikan juga
variabel acak X, j = 1,2, ..., berdistribusi eksponensial dengan parameter A, dan variabel acak Y},
j =1,2,..., berdistribusi eksponensial dengan parameter ;. Maka (Z (t) ,¢ > 0) menyatakan rantai
Markov kontinu dengan state O (komponen dalam perbaikan) dan 1 (komponen sedang bekerja). Nilai
harapan dan variansi total waktu bekerja suatu sistem adalah

E[U (t)] = % + ﬁ (1 — e=OFmt)

dan

_ _ —(A )t _3\2,—2(A+p)t
Var [U (t)] _ (/\21,:233 + A(A 4M)+2/\[2H+(M+/\)((§L+:))4t]e e )
2. Misalkan X;; dan Y;;, ¢ = 1,2,...,n; j = 1,2,..., menyatakan waktu-waktu bekerja dan waktu-
waktu perbaikan dari komponen-komponen. Diasumsikan bahwa barisan (X;;) dan (Y;;) saling
independen. Diasumsikan juga variabel acak X;;, 7 = 1,2, ..., berdistribusi eksponensial dengan
parameter A; dan variabel acak Y;;, 7 = 1,2,..., berdistribusi eksponensial dengan parameter fi;.
Maka (Z (t),t > 0), i = 1,2,...,n, adalah rantai Markov kontinu dengan ruang state I = {0,1}",
yaitu himpunan dari vektor-vektor baris sebanyak n yang mempunyai elemen-elemen O dan atau 1.
Nilai harapan dari total waktu bekerja sistem dengan 7r distribusi stasioner dari rantai Markov adalah

- Hi
E" UM =]] t.
e i + 1y
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4.2 Saran

Berdasarkan hasil dari penulisan karya ilmiah ini, pembaca dapat melanjutkan pembahasan untuk
mencari

1. Distribusi dari total waktu bekerja suatu sistem dengan n komponen berdistribusi sebarang, terutama
dalam mencari variansi dari total waktu bekerja suatu sistem.

2. Penerapan distribusi dari total waktu bekerja suatu sistem dalam bidang industri, penerbangan, trans-
portasi, dan lain-lain.
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